Alap fatranszformatorok I

Vagvolgyi Sandor

Oyamaguchi [3], Dauchet és téarsai [1] és Engel-
friet [2] bebizonyitottak hogy egy tetszoleges alap
termatiré rendszerrol eldontheté hogy osszefolyo-e.
Mindannyian megadtak egy-egy eljarast. Mind a
harom eljarasnak az inputja egy R alap termatird
rendszer és az outputja ’igen’ ha R o0sszefolyd nem’
ha R nem 0Osszefoly6. Mind Dauchet és tarsai [1]
mind Engelfriet |2] eljarasa faautomatakat hasznél
fel. Ezért attekintjik ezt a két eljarast.

Fogalmak, jelolések

Relaciok. A —C A x A halmazt az A halmaz
feletti binaris relacionak nevezziikk. a — b jeloli
az (a,b) € — tartalmazast. —* jeloli — reflexiv,
tranzitiv lezartjat, és «»* jeloli — reflexiv, tranzitiv,
szimmetrikus lezartjat. < jeloli — inverzét. <%
ekvivalencia relacio. Tetszoleges —1 és —o A f0lotti
bindris reldcio esetén —1 o —4 jeloli a {(a, c) | 3(b €
A)a —1 b és b —4 ¢} relacidt, azaz — és —9 kom-
pozicidjat.



Azt mondjuk hogy a — relacio

e megall ha nincsen végtelen a1 — as — ag
sorozat,

e Osszefolyd (konfluens) ha tetszdleges ay, as, ag €
A esetén, ha a; —* a9 és a1 —™ as, akkor létezik
egy ay € A gy hogy as —* a4 és ag —™ a4, azaz
—* o =*C—" o «*

e konvergens ha megall és osszefolyo.

Az a € A elem irreducibilis —-ra nézve ha nincsen
b € A gy hogy a — b. Ismert hogy tetszoleges —
konvergens relacio esetén, a «<=* ekvivalencia relacio
tetszoleges C' osztalyanak van pontosan egy irredu-
cubilis a eleme ugy hogy minden b € C esetén,
b —* a. Azt mondjuk hogy a a —-normalforméja
b-nek.

Fak. Egy véges X halmazt rangolt abécének
neveziink, ahol minden X-beli elemnek van rangja.
Minden m > 0: X, jeloli X azon elemeit ame-
lyek rangja m. Feltessziik hogy Yo # 0. X =
{ 1,29, ...} valtozdk halmaza. X, jeloli az elsé n
valtozo halmazat, azaz { x1,...,x, }-t, n > 0.



Minden n > 0 esetén, Ty, - a X feletti X,-fak
halmaza- az a legsziikebb U halmaz amelyre

(i) 2o U X, CU and

(ii) f(t1,...,tm) € U ahol f € 3, m > 0, és
t1,...,t,, € U.

Ty a % feletti alap fdk halmaza. Ty, C Ty,
definicidja: ¢ € Tx, ha minden x € X,, pontosan
egyszer fordul el ¢-ben.

Fa helyettesités: tetszoleges t € Ty ,, (n > 0),
és t1,...,t, € Ty fak esetén a t[ty, ..., t,] fat agy
kapjuk a t fabol hogy z; minden egyes elofordulasat
a t; taval helyettesitjik, 1 <1 < n.

Algebrak. Legyen Y egy rangolt abécé. A X al-
gebra egy B = (B, XB) rendszer, ahol B egy nemiires
halmaz, az algebra tartéhalmaza, és ¥B = { fB |
f € X} B feletti miveletek >-indexelt halmaza.
Minden f € ¥,,, m > 0, esetén B egy leképezés
B"-bhol B-be.

Egy 0 C B x B relaciot tartalmazé legkisebb
B feletti kongruenciat o kongruencia lezdrtjanak
nevezzik.

A ¥ feletti alaptermek TA = (T, ¥) ¥ algebrajat
tekintjuk. Minden f € X,,, m > 0és ty,...,t, €
Ts, esetén, fX2(t1, ... tm) = f(t1, ..., tm).
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Alap termatiré rendszer. Legyen X egy ran-
golt abécé. Egy R C Ty x Ty véges halmazt X
feletti alap termatiré rendszernek neveziink. R el-
emeit szabalyoknak nevezzik és u — v alakban
irjuk. A —p C Ty, x Ty, atirasi relacié definicidja:
tetszoleges s,t € Ty esetén, s —pt akkor és csak
akkor ha létezik egy u — v szabdly R-ben és ¢ €
T’y 1 kornyezet gy hogy s = c[u] and t = c[v].
<7 az R kongruencia lezartja a TA term algebran.

A =i C Ty x Tk, parhuzamos atirasi relacio definicioja:
tetszoleges s, t € Ty esetén, s =pt akkor és csak
akkor ha létezik egy ¢ € Ty, k > 1, kirnyezet
és Uy — vy, Uy — Vo, ..., Up — U szabalyok R-
ben ugy hogy s = cluy,...,ur] ést = cluy, ..., v
Fennall hogy —p C = C —7%.

Azt mondjuk hogy R osszefolyé ha — i 0sszefolyo.
Azt mondjuk hogy R megall ha —» megall. Tegytik
fel hogy az R alap termatiré rendszer megall és osszefolyd
azaz konvergens. A <7 kongruencia relacio tetszoleges
C' osztalyanak van pontosan egy irreducibilis s el-
eme ugy hogy minden ¢t € C esetén, t =% 5. Azt
mondjuk hogy s a — p-normalformaja t-nek. Most
tetszoleges t alap termre addig irunk at az R alap
termatiré rendszerrel (azaz addig haladunk a —p



relacié mentén) amig megkapjuk t-nek a norm normél-
formajat. Tegytik fel hogy el akarjuk donteni tetszoleges
t,t" alap termekre hogy a <7, kongruencia reldcionak
ugyanabban az osztalydban vannak-e. A ¢, t" alap
termek a <7 kongruencia relacionak ugyanabban
az osztalyaban vannak akkor és csak akkor ha a
norm ¢és norm’ normélformajuk megegyezik. Ezért
kiszamoljuk a norm és norm’ normalforméjukat, és
osszehasonlitjuk oket.



Fél faautomata és faautomata. Legyen X
egy rangolt abécé. A X feletti fél faautomata egy
A alap termatiré rendszer a 2 U AH rangolt abécé
felett. Itt AH - az A allapothalmaza - nulla rangu
szimbolumokbdl &ll és AH N'Y = (). A szabélyai az
alabbi két tipusuak:

flay,...,a,) — a

ahol f€X,,n>0,a,a1,...,a, € AH és
a; — az,

ahol ay,ays € AH. A masodik tipusu szabalyokat A
szabalyoknak nevezzilk. A A\ szabalyokat ki tudjuk
kiiszobolni.

Az A = (X, AH, A, F) rendszert faautomatanak
nevezzilk, ahol A egy X feletti fél faautomata az AH
allapothalmazzal, és F' C AH a végallapotok hal-
maza.

LA ={teTx|(JacF) t%a}

az A altal felismert fanyelv. A faautomatak altal
felismert fanyelveket felismerheto fanyelveknek nevezziik.

Tetszoleges A és B faautomatakrol el tudjuk donteni
hogy L(A) C L(B) teljesiil-e.



Alap fatranszformator. A X feletti A, B fél
faautomatakbol all6 (A, B) part alap fatranszformétornak
nevezzik (AFT, roviden). Az (A, B) altal indukalt
7(A,B) C Ty x Ty fatranszformacié definicidja:
Minden p, q € Tk, esetén, (p,q) € 7(A, B) akkor és
csak akkor ha létezik u € Ty (X,,),n > 0, kérnyezet
S 21, v vy Zny 21y - -, 20 € Ty fdk és aq, . . ., a, k6208
allapotai A-nak és B-nek tugy hogy
p=ulz, ...,z =N ular, ..., a,] és
q=ulzl,....z | —=Fula, ... a,
ahol z; =% a; és z. =% a;, 1 <1 < n.

Példa. > = 20U22, 20 = {$}, 22 — {f}
Paros fa: paros sokszor fordul el benne a $ szim-
bolum. Paratlan fa: paratlan sokszor fordul el6 benne
a $ szimbdlum.

Az A fél faautomata allapotai: AH = {0,1}, A
szabalyai:

§ 1, f(0,0) — 0, f(0,1) — 1, f(1,0) — 1,
£(1,1) — 0.

A (X, AH, A, {0}) faautomata a paros fak halmazat
ismeri fel. A (3, AH, A, {1}) faautomata a paratlan
fak halmazat ismeri fel.

A B fél faautomata allapotai: AHg = {01}, B

szabalyai:



$—1, f(0,0) =0, f(0,1) =1, f(1,0)—1,
f(1,1) = 0"
A (X,AHp, B, {(0'}) faautomata a péaros fak hal-
mazat ismeri fel. A (3, AHp, B,{1}) faautomata
a paratlan fak halmazat ismeri fel.
(f(3, f(3, £(3,9))), f(3,9)) € T(A, B), mert
f(8, f(8, f(5,8)) —a f(Sf(S, f(1,8)))
—af f(3, (L 1) —=af(3, £(3,0) —a
f(3, f(1,0)) :
f(3,%) =5 (3,
Ugyanakkor (
mert
f<$7 $> A f<17 $> A f(lv 1> —40
F(f(3.9), f(3,9)) = f(0,0) =40,
¢s a fenti két atirasi sorozatban nem fordul el6 ugyanaz
a fa.
T(A, B) azokbdl a (p, q) parokbdl all amelyekre létezik
u € Tx(X,),n > 0, kornyezet és 21, ..., Zn, 21, - - -, 20 €
T, paratlan fak ugy hogy

p=ulzl,...,2) s q=ulz], ..., 2]



Az eredmények
Dauchet és tarsai [1] és Engelfriet [2] megmutattak
az alabbi eredményt.

Tétel 1 Tetszoleges R alap termdtiro rendszerrol
eldonthetjuk hogy osszefolyo-e.

Sorra megnézziik a két bizonyitast.
Els6 bizonyitas. (Dauchet és munkatarsai [1]).

Tétel 2 Tetszoleges R alap termdtiro rendszer esetén,
meg tudunk konstrudlni eqy (A, B) AFT-t igy hogy
—5 =7(A, B).

Bizonyitas. Két lemmat igazolunk.

Lemma 3 Minden R alap termatiro rendszerhez
meg tudunk konstrudlni eqy (A, B) AFT-t ugy hogy
=r = 7(A, B). Ekkor az is fenndll hogy —r C
T(A, B) C —7%.
Bizonyitas. Egy példan mutatjuk be a bizonyitast.

> = ZO U ZQ, ZO — {CL}j 22 — {f} R alap
termatiré rendszer szabalyai:

fla,b) — f(b,a) és a — f(a,a).
A =g relacid indukalhaté az (A, B) X feletti alap fa-
transzformatorral: AH 4 = { qu, @b, Af(a ) Wiba)s Wi(a.a) b
és AHp = { Wa, Wy, W), W(aa) )



A szabdlyal: a — qa, b = @b, f(qas @) — Gy(a);
df(ab) =7 We(ba)s 9o = Wf(a,a)-

B szabélyai: a — w,, b — wy, flwp,w,) —
Wf(b,a); f(waa wa) — W¢(a,a)-

[]

Lemma 4 Tetszileges (A, B) AFT esetén meg tudunk
konstrudlni eqy (C, D) AFT-t ugy hogy T(A, B)
reflexiv, tranzitiv lezdrtja egyenld 7(C, D)-vel.

A fenti ketto lemmabdl kapjuk a 2. tételt.
[]

Lemma 5 Tetszdleges (A, B) AFT esetén meg tudunk
konstrudlni eqy (C, D) AFT-t igy hogy 7~ 1(A, B) =
7(C, D).
Bizonyitas. Legyen C'= B és D = A.

[]

Lemma 6 Tetszoleges (A, B) AFT és (C,D) AFT
esetén meg tudunk konstrudlni eqy (E, F) AFT-t
ugy hogy T(A,B)o7(C,D)=71(E, F).

Lemma 7 Tetszoleges R alap termadatiro rendszer
esetén, meg tudunk konstrudlni (C, D) AFT-t és
(E, F) AFT-t gy hogy

—o—h=7(C,D) és

—ho—h=7(E,F)
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Bizonyitas. A 2. tétel és a fenti lemmak alkalmazasaval
megkonstrualjuk a (C, D) AFT-t és (E, F') AFT-t.
[]

Lemma 8 Legyen R eqy alap termadatiro rendszer.
Akkor meg tudunk konstrudlni eqy (C, D) AFT-t
és eqy (K, F) AFT-t igy hogy R dsszefolyo akkor
és csak akkor ha T(C,D) C 7(E, F).

Bizonyitas. R Osszefolyd definicid szerint ha <7 0 —7% C
—5 o<« . Az eloz6 lemmabol kapjuk a lemmat.
[]

Feladatunk az AFT-k altal indukalt transzformaciok
tartalmazasasanak az eldontése. Bevezetjik a 2 aritasu
# szimbdélumot. Adott (A, B) X feletti AFT altal
indukalt 7(A, B) transzformaciéhoz hozzarendeljiik
a LU{ # } feletti L(A, B) fanyelvet. Legyen (s,t) €
T7(A, B) tetszoleges!  Akkor vegyiik a legnagyobb
kozos kornyezetiiket, u-t azaz legyen
u < Tz’m, m > 0,
S =1US1,...,Sm| st =ulty, ..., tnl
s; gyokere kulonbozik t; gyokerétol ¢ =1,...,m.
Tegytik bele L(A, B)-be az u|#(s1,t1), - - -, #(Sm, tm)]
fat.

Lemma 9 Tetszoleges (A, B) X feletti AFT és
(C, D) % feletti AFT esetén 7(A,B) C 7(C, D)
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akkor és csak akkor ha L(A, B) C L(C, D).

Lemma 10 Tetszoleges (A, B) X feletti AFT esetén

meg tudunk konstrudlni eqy (XU{ # }, AHq, C,{ ok })
faautomatdat amely az L(A, B) fanyelvet ismeri

fel.

Bizonyitéas.
AHo = AH s xYX U AHpxYX UAH AxAHgU{ ok }

C' fél fautomata szabalyai

(1) f((a1,91), .-, (am,gm)) — (a, f) ahol az
flai,...,an) — a szabdly eleme A U B-nek és
f5915 -5 9m €2

(2) #((a, f),(d',g)) — (a,d), ahol f # g é
/9 €%,

(3) f((a1,b1), ..., (am,bn)) — (a,b) ahol
flai,...,an) — a eleme A-nak,
f(b1,...,by) — beleme B-nek,

(4) (a,a) — ok, ahola € AHsN AHp,
(5) f(ok,...,ok) — ok.
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Tétel 1 Tetszoleges R alap termdtiro rendszerrol
eldonthetjuk hogy osszefolyo-e.

Bizonyitéas.

e Megkonstrualjuk (C, D) AFT-t és (E, F) AFT-
t dgy hogy R oOsszefolyd akkor és csak akkor ha
7(C,D) C 7(E, F).

e Megkonstrualjuk az L(C, D) felismerheto fanyel-
vet felismero G faautomatat.

e Megkonstrualjuk az L(FE, F) felismerheto fanyel-
vet felismerd ‘H faautomatat.

Az R alap termatiré rendszer osszefolyd akkor és
csak akkor ha L(G) C L(H).

e Eldontjiik hogy L(G) C L(H) teljestil-e.
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Az 1. tétel masodik bizonyitasa (Engelfriet
2]). A —p, =%, =n, sth. fogalmakat értelmezziik
a végtelen R alap termatird rendszerre éppen ugy
ahogy a véges alap termatird rendszerre.

Azt mondjuk hogy R egy kiterjesztett alap termatird
rendszer 2 felett ha R véges részhalmaza a F Ty, X
FI'Ty, halmaznak, ahol F'ITy, jeloli a X feletti felis-
merheto fanyelvek halmazat. Tekintstik az S alap
termatird rendszert X felett ahol S az osszes olyan
[ — r szabalybdl all ahol [ € BAL ésr € JOBB
valamely (BAL,JOBB) € R-re. Megjegyezziik
hogy S lehet végtelen is hiszen BAL, JO BB tetszoleges
Y. feletti felismerheto fanyelvek. Definicié szerint
legyen —p = —5. Amikor a = p parhuzamos atirasi
relaciot tekintjik, akkor R-t ground fatranszformatornak
nevezzik. A ground fatranszformator korabbi definiciojaval
ekvivalens ez az 11j definicio.
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Legyen X egy rangolt abécé, és # & X egy ketto
aritasu szimbolum. Tetszoleges ¢ € Ty esetén
definialjuk a left(t) € Ty és right(t) € Ty fakat.
Szemléletesen le ft(t) ugy all elo ¢t-bdl hogy min-
den egyes #-et torlink a jobb részfajaval egyiitt.
right(t) ugy all elé t-bol hogy minden egyes #-et
torlink a bal részfajaval egytitt.

left(f(tr, ..., t)) = Flleft(tr), ... left(ty))

le ft(#(t1,12)) = left(t1)

right(f(t1, ..., tx)) = f(right(ty), ..., right(ty)),

Tlght(#(tl, tg)) = Tlght(t2>
Minden ¢ € Ty 41 meghataroz egy part: trans(t) =
(left,right). Tetszlleges L C Ty 4, meghataroz
egy fatranszformaciot:

trans(L) = {trans(t) |t € L }.

Legyen R egy kiterjesztett alap termatir6 rendszer.
At € Ty 4y fa R-nek egy derivacios faja ha ¢ min-
den #(t1,to) alaka részfajara, right(t1) — left(ts)
R-nek egy szabalya. Dp az R derivacios fainak a
halmaza.
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Példa. > = ZOUZQ, Zo — {a,b,p,q}, 22 —
{o}. Az R alap termatir6 rendszer szabalyai.

a— p,

o(p,p) = P,

o(p,p) — ¢,

q— o(g,b),

q—b
Tekintsuk az alabbi derivaciot:

o(o(a,a),a)—ro(o(p,a),a)

—ro(o(p,p),a)

—R O<Q7 CL)

—pro(o(g,b),a)

—pro(o(b,b),a)

A fenti derivacionak megfelel6 ¢ derivacios fa

t = o(#(o(#(a. p), #(a,p). #(g, 0 (#(q, D). 1)), a),
ahol left(t) = o(o(a,a),a)ésright(t) = a(o(b,b), a).
Tétel 11 Minden R kiterjesztett alap termdtiro
rendszer esetén trans(Dpg) = —7.

Tétel 12 Minden X feletts R kiterjesztett alap termdtiro
rendszer esetén meq tudunk kosntrudlni eqy A
faautomatdat X U{ # } felett igy hogy L(A) = Dg.

Tétel 13 Minden R kiterjesztett alap termatiro
rendszer és L felismerheto fanyelv esetén meg tudunk
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konstrudini eqy olyan A faautomatdt hogy
L(A) = %(L) ={selx | (It e L) t%s}.
Bizonyitas. A 11. tétel alapjan
%(L) — right(Dp N left H(L)).

Az el6z0 tételbol kapjuk hogy meg tudunk konstrualni
egy B faautomatéat X U{ # } felett ugy hogy L(B) =
Dp. Linearis homomorfizmus fatranszformatorokkal
indukalhaték a left és right leképezések. A felis-
merheto fanyelvek osztalya megkonstrualhato modon
zart a linearis homomorfizmusok melletti kép és a tel-
jes inverz kép képzésére, tovabba a metszet képzésre.
[]
Tétel 2 Minden R kiterjesztett alap termdtiro rend-
szerhez meg tudunk konstrudlni eqy olyan () ground
fatranszformdtort amelyre —5 = = .

Bizonyitas. Legyen @ = {(«<—3(BAL), —=5(JOBB)) |
(BAL,JOBB) € R }. Azelozo tétel alapjan megkon-
strualjuk @-t. Igazolhatd hogy —3 = =¢.

[]

Tehat ismét bebizonyitottuk a 2. tételt. Innen az
1. tétel masodik bizonyitdsa az els0 bizonyitashoz
hasonléan megy.
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